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Theorem I. 
















Bedeutet 9 eine derartige reelle Größe >1, daß zwei solche positive 
Größen k und c, wovon k >1, existieren, daß man für jede ganze positive 
Zahl n immer eine solche reelle ganze Zahl T, und zwei solche reelle Größen 
C„ und In, bei denen | c.| <e und nk, finden kann, daß 


En 


BE iR A ..++(I) ‘ 


dann muß 9 eine Wurzel einer ganzen Funktion mit ganzen Koeffizienten 
bilden. 


Diese ganze Funktion kann außerdem so gewählt werden, daß ihr Grad 
der kleinsten ganzen Zahl, die größer als 


log @ 
log k 





(2) 
ıst, gleich wird. 


Um dies zu beweisen, wollen wir zunächst einen Hilfssatz entwickeln. 


Es bezeichnen n, p und N solche ganze positive Zahlen, daß: 


em 
BR — rel) 

k 20 

Existieren dann solche ganzen Zahlen 
Ip, Ap—1,°°, A, 
wo für jedes m: Ä 
[m SN 2 
während 

Tat %- Ta+ı +4 Tarp = 0 ...+(5) 


275804 


* 
i a . a en 
R en et: 0 a 25 
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u u ee 

rw 

Ds 

ut 
FF 
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en 2 d: 





rn er er 
Ä Lurk, . 
























+ ae t+.. +10 +=0 nee (6) 
ne wir nämlich für jede positive ganze Zahl m: 
lm + %-ı m+1 4:4 9 Int, = Wm + (7) 
Cm+1 Cm+P _ITr 
tat te Un: 
und setzen wir 
vet + et, ae (9) 
so bekommen wir nach (1) 
".S—= Want Um ....(IO) 
Ist 
m os N er (I I) 
so wird nach (3), (4), (8) und (11) 
1 


Für jede ganze Zahl m>n wird ferner: 
Wn= 0 
Ist nämlich W,=0, so erhält man 
es=T, 


TR = Wı+14+ Ogrı: 
oder 
War = 00, — Ugrı 


oder wenn q>n | 
We 
Da indessen W,+ı eine ganze Zahl ist, wird folglich: 
Wr = 0 
Da W„=0, muß also, wenn mn, immer 
Wn _ 0 


Für diese Zahlen m wird mithin nach (1o): 


go" En ER 
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oder 


1 
er 


Ist aber o>1, wird dies unmöglich, wenn nicht 
S = 0 
Hierdurch ist somit unser Hilfssatz bewiesen. 


Wir brauchen nun nur zu zeigen, wie man auch ganze Zahlen n, 
p und N, die den Bedingungen (3), (4) und (5) Genüge leisten, finden kann. 
Wählen wir für p eine solche ganze Zahl, daf3 





log 0 
log k 
d. h. 
7;P ze 0 Auf 
oder ee 
1 \ s 
= he” 


wo h>1, so kann man n so groß wählen, daß: 


n > = h” 
ee RE 0 — - »|> } 
2c(p+De 2c(p+ Ve 
Man kann dann eine ganze positive Zahl N finden, für welche: 


I = / 
—>ND2 .o? ...+(12) 
2c(p-+NDe i 


Der Bedingung (3) ist hierdurch genügt. 
Es gibt nun (N + 1)?"! Ausdrücke 


Tat bp-ı: Tazı mei bu Tarp = H 


wo jedes b eine nicht negative ganze Zahl, die nicht größer als N ist, 
bedeutet. 


Ist nun n außerdem so groß gewählt, dafs 
a 
so wird jede der ganzen positiven Zahlen F kleiner als 


P@+DNe"?+ 1] 

































N RER NE Se ee 2 
Nach (12) ist aber | ee UM re 
: f u a vn 4 z 


ze N Nm. EEM 
oder 
N’>%%5 ul >(i1+p)eo*t ! . 
oder | 
| NP D>(1+p)No"tr 
oder 


NY >a+HN[et+1]+ı 


Wenigstens zwei der ganzen Zahlen H, die wir durch H’ und H” 
bezeichnen wollen, müssen also einander gleich sein. 


Es gibt also eine Gleichung 


25T, + hut, le 
7, + DE _ı Tu +. : ‚ei Der = H’ 
oder 
5] + Bu Britt [d — du | Tntp = 0 
wo jedes b eine nicht negative ganze Zahl, die nicht größer als N ist, 
bedeutet. 


Setzt man folglich für jedes m: 
Din — m= Am 


so erhält man eine Gleichung 


Tat p-1Tn4ı 4: + a Tn+, = 0 


wo jedes a eine ganze Zahl, deren absoluter Betrag nicht größer als N 
ist, bezeichnet. 


Unser Theorem ist somit bewiesen. 
Schreibt man in der Gleichung (1) do" statt 0", indem d eine von n 


unabhängige, beliebig gegebene positive Größe bedeutet,\dann bewährt das 
Theorem seine Gültigkeit. 


Eine etwaige Größe o von der oben genannten Art kann nicht, wenn 
sie nicht eine ganze Zahl ist, rational sein. 


Wäre nämlich 
A 
ET 
wo a und b relative Primzahlen waren, während 


Be 























GE 












a ; | a 4. ieBeE > STR 
Aus den zwei Gleichungen: NE v. du 
a)" c | © 
5] -r+% is 
a n+1 Oh 
BI Smeter | 
bekämen wir ferner: | 
Cn+1 C 
: Tl lan ll, 
R oder | | i 
: 0</aT,—bTyyı/<1 a 
E was unmöglich ist. s | 1 
= ; i 5 4 j ö Fi 
E Für eine etwaige Größe o, die nicht eine ganze Zahl ist, kann nicht: 2 
| a | | | 2 
E» 
F In diesem Falle könnte man nämlich p=1 setzen. Aber wie eben 
bewiesen ist, kann go nicht rational sein. 
$ : 
; Wir bemerken in dieser Verbindung, daß o so gewählt werden 
E is: dafs 
e | le ® 
E 
Schreiben wir nämlich z. B. 
F | 
i Re: Yr?+4 Petr 
F: wo f eine ganze positive Zahl bedeutet, so erhält man: 
f BR 
(1 2 Er 


Ist @ eine Wurzel der ganzen Funktion 


a FE DratDerE:, + Diss ED, 




















u 


"2 
Ag 

wo 
al/<r—ı 


während 7’, eine ganze Zahl bedeutet. 


N 
Mit Rücksicht auf obenstehendes wollen wir eine Bemerkung machen. 
Es bedeute, indem r >1, 


+ De-1+...+Duc+D,= Fü) 


eine ganze-irreduktible Funktion r’ten Grades von x mit ganzen Koefh- 
zienten D. 

Sind die Wurzeln g,, 0,,::::,_, von F(x) sämtlich reell und positiv, 
dann kann man aus diesen Wurzeln, wie wir gleich zeigen werden, beliebig 
viele, ganze irreduktible Funktionen | 


x” + Hae!+.:..+- E,nıc+E,=U(e) 


’ten Grades von x und mit ganzen Koeffizienten E finden, so daß alle Wurzeln 
von [/(&) reell werden, während eine dieser Wurzeln größer als Eins und 
der absolute Betrag jeder der anderen r— 1 Wurzeln kleiner als Eins wird. 


Indem N eine beliebig gegebene ganze positive Zahl bedeutet, gibt 
es nämlich 


Bo * (u N" 


e wi 


A verschiedene Systeme von Ausdrücken 


Ad. +4 sur "+. +4,94, +4,=8R=W(e,) 
4, a +4, 5% +---..+ A, 4, =, = We) 


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 


ar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 


R | Fr A: 7 J, eo; er ; Br A ri er A, a, KR, 1a Wie) j 
4, u "+....4+4, 19 +4,=%, =W(e,) 

































Br DEE Go N RZ RE ITS i a 
z wo | € li s A eine ganze, nicht negative / hl, die kleiner als N ist, be- {Al 
IBRERRER 37 on En n LEIREREE N TE IE 
Bedeutet nun K eine solche ganze positive Zahl, dafs immer Er 
Kr 
für jede der Wurzeln g,, @,, :::-, @,, dann wird jede der reellen, nicht Be 
negativen Größen R kleiner als ÄKN. | r% 
Indem wir h eine beliebig gegebene ganze positive Zahl bezeichnen 
lassen, setzen wir aR 
N IT: “ 53 
In einem der AKN Intervalle Rn 
1 
ruhe 
h 
5 FON. 
Be 
ae 
h h 
AKN—ı __IhKN a 
h h Br 
liegen mehr als | 
N" ai RK] 2) De "i 
hEN "on 


der Ausdrücke A. Einige der Ausdrücke A, sind ja ganze Zahlen en 
zwischen 0 und N +1. \ KR 
%Von den diesen Ausdrücken R, entsprechenden Ausdrücken AR, liegen 


mehr als 


rir—3) ET 
Mr Bu Re” SE 


in einem der genannten AKN Intervalle. 
Von den diesen Ausdrücken R, entsprechenden Ausdrücken KR, liegen 
mehr als 


r(r—3) | . SEN 








in einem der Intervalle. 
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Fährt man auf diese Weise fort, so erreicht man, dafs wenigstens zwei 
der Ausdrücke R,_ı, die wir durch RB, und RP bezeichnen wollen, 
in einem der genannten Intervalle liegen, während dasselbe auch bei jeder 
ganzen Zahl d, die größer als 0 und kleiner als » ist, für die den Aus- 
drücken AR} , und Rrıy entsprechenden Ausdrücken ks und Rs von 
Roy zutrifft. 


Schreiben wir: 
R’ r r—1 4’ r—2 4 4 
ı, ran As0,_; re 


29) _—_yr,.r—1 »_r—2 „ 
KR, a, 4,0, ı te + A 


und 
A me, + 4,0". DE, 


„ »_ r—1 n% 
R, 40, 74,0, Te 


und setzen wir 


, „ 
A Er 4. — Am 


ui „2 
Lin — Ri. An 
“ — 


so erhält man die Gleichungen: 


u | r—2 
1 2 
ao, + 00, +: ..+ 4,0, +4, = q, 


r—1 r—2 
a0, Me A ıt ta, ı0, ıT4,=q, 1 


r—i 2 
a0, + 1,0) +... a, 0, + 0,=4 





wo jedes a eine ganze Zahl, deren absoluten Betrag kleiner als N ist, wird. 


Ferner wird 


] 
Ve 
Ami N h 
wenn 
EmZr—] 


Außerdem wird: 
WISSEN 





Ar. 







Ma Sihreibt Inarı | 
HER). a W)=e+Bait.. 4 Est E=0@) 


so wird jedes E eine ganze Zahl. 


Man erhält 
, KN + 
1% W/=/E|< — KK 





N" 1 


@ (x) muß eine ganze irreduktible Funktion sein. 


Hätte man nämlich 
G(&) = P(@): (x) 


wo P und @ ganze Funktionen von & mit ganzen Koeffizienten waren, 
während weder P noch Q eine Konstante bezeichnete, dann müßte der 
absolute Betrag sämtlicher Wurzeln von P oder () kleiner als Eins sein, 
was indessen unmöglich ist. 
Eine der Funktionen 


— NE — RM): (2 — gr) 
“tn +tgR)- (+) 
bildet eine Funktion der gesuchten Art. Ebenfalls die Funktion: 


e-)e@—-3)@—-%), 


und 


wo alle Wurzeln positiv sind. 


$ IM. 


Sind Q,, 0,,:::: und g, eine Reihe von q solchen reellen verschiedenen 
Größen, daß zwei solche reelle Größen k>1 und c>VO existieren, daß 
es möglich wird für jede ganze positive Zahl n eine solche ganze Zahl T, 
und zwei solche reelle Größen k„ und c„ zu finden, daß 


Theorem II. 


n n En 
Dt HT + 


wo jedes p eine beliebig gegebene reelle, von Null verschiedene Größe bedeutet, 
während 


alze md’ uk 


dann bildet jede der Größeh g, deren absoluter Betrag größer als Eins 


ist, eine Wurzel einer ganzen Funktion mit ganzen Koeffizienten. 
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Indem r eine gegebene positive ganze Zahl bezeichnet und Ay, A, -- 
und a, solche r+ 1 beliebige ganze Zahlen bedeuten, dafs der absolute 
Betrag jeder dieser Zahlen nicht größer als eine gegebene positive ganze 
Zahl N wird, schreiben wir: 


He... +0,02 +0 — F(z) 


Bn + dY—ı ee + we + 4 Er —1 + Ag In A W; 





Cy Cy+1 Cn+r 1 
ET trat 


” n+1 n+r-i nTr 
Wir bekommen dann für jedes n 
P, e, Fe.) N 0, F(e,) +. .+ P, 0, F\e,) = HE, 
Schreiben wir 
(x ee: g,) (x ee 0,) ME [% — 0,) 2 x + et — EA ee RR Ts +6, 
so wird 
Wut + G Marc + BR + ER Wari + , W,| + 
FeaeB ur G, rg u 7 G-1 Unrı + Y, U, =u ut 14 


Bedeutet g die größte der Größen TOT ern ad [Ar so wird 
der absolute Betrag jeder der reellen Größen Gyr nd (7 
kleiner als 
(1 E= o]? == (1 


Ferner ist für jedes m 


a 


i + dr 
I Un/<(r+12N 


Wir machen zunächst folgende Bemerkung: 
Sind die Zahlen Ag, Aı,.--. und a, so beschaffen und die Zahl n so 


groß, daß 


W, = Warı = ....= Walze —) 
während 


1’ k” 
N < BR. 
+VD(r+NDGec 


dann wird, wenn mn, immer 


Wu = 0 
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‚Ist nämlich 
W, = WıHh =: : = Wirg-ı = 0 
wo hSn, so erhält man aus (14) 
Muller t+ AUın-ı ++ 10 + Url <1 
Da indessen W,+, eine ganze Zahl ist, muß folglich Wir, = 0. 
Ist also mn, so wird: 
| Ip Flo)trgFlo)+t +2, Fle)/—=/Um| 
| C 1 
| HL DN Sat 
| K" (q+nDG 
Aber dann mußte auch unser Satz richtig sein. 
War nämlich z. B. 2, l und 9>1, so konnten wir schreiben 
(2 — o,)(% x 0,) > (e— Br er alle + Be + ee = H,-2 % Tr H,-ı 
und bekamen dann für jedes mn: 
| ?,(e— 2), — 0) @,— 9, -ı) Fle)e” = 
" 
H,-ı Um a H,-2Um+i re 8: 7 H, U m+g-2 a Un+g- 
| oder 
Fe)? 
Daß es Zahlen a), As, ---- und a, von der erwähnten Beschaffenheit 
gibt, ersieht man aus folgende Entwicklung. 
Es seien | 
{ 
t 6, Ta + dv Tarı ++ do Tatr = An 
- Ta + br Tnre ++ boTatr+ı = Antı 
b, Tn+9-1 + br—i Ta+g Tin -F bo Tatr+g-1 r Anz+ı- 1 
wo jedes b eine | ganze nicht negative Zahl, die kleiner als N +1 ist, 
bedeutet. | 
| Es gibt dann (N + 1)’*! verschiedene Systeme von solchen Zahlen b. 
Der absolute Betrag jeder der entsprechenden ganzen Zahlen ist, wenn N 
so groß ist, daf k">ge, kleiner als: 
are "+1 HDN=P 
wo 9 die größte der Größen /pı/, [Pa/,---- und /p,/ bedeutet. 
> Eu Bet u ee > 2 ai { ar Br a ER Nahe 





Er yıy ie 5 € & a } 3 I 2 
— ne an EEE EEE GET LH ACER WEEZE ET EEE EEE ETTEHEN NE 
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Es gibt also mehr als: 
Ce Di 
2P-+1 


der Zahlen A,, die einander gleich sind. 


Von denen, den letzteren entsprechenden, der Zahlen Ay4ı gibt es 
mehr als: 


(N+1)"* 
@P+N)% 





die einander gleich sind. 


Fährt man auf diese Weise fort, so erhält man, wenn 


(N+Y">@P+1) ++ (15) 


folgende Gleichungen’ 


BE Bet Henna nn TE, 


6, Ta+ı + dr-1 Tate ++ 6 Tatrtı = br Tarı + 871 Tut + + bo Patrtı 


b, Targ-1 + br-1 Tn+q rer bo Tntr+g-1 =b, Pa+g-1 + br-1 Tat Tr rp bo Intr+g-1 


wo jedes b eine nicht negative ganze Zahl, die kleiner als N-+1 ist, 
bedeutet. 


Setzt man 


—by=a, 


‚so bilden diese Zahlen a ein System der gesuchten Art. 


Es gilt nun bloß, solche ganze pozitive Zahlen r, n und N zu 
finden, daß 


1 e.* 
——  — > N>ßP+IH— 1 
(+1 +1Ge ie, 





BE 


ö . : Indem >39 — 1 und N >29, wird (15) genügt, wenn 


r+1 
Nu 2(r + 1)an0"re1 


Wählt man außerdem 
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oder # 
Be ; 
510.2 ep 
| q 
k= hert!=1 
wo h>1, so wächst die Differenz 
je q (n+r+g-Dq 
——— [26 + Dap] rn. g Hm 
g+Yer+DGe 
n ea i ö 
Se -[2(r +1) +9-1]rH1- 185 
= un ap et. ort — 
g+Der+DGe 
re En [2(r + 1)gperta-1] ger 
| ee porn? | 
++ 16e . 


wenn 0> |, über jede Grenze mit wachsendem n. | 
Man kann demnach eine ganze Zahl N, der oben genannten Beschaffen- 


heit finden, wo also 


k” Ze 

ee EN > [ae Dep es 

g+DBer+D@e 
Ist speziell jedes „= 0, so leuchtet unser Theorem unmittelbar ein. 
it. 2 B, i 

ara=T, 
on = ig S T + 
so wird 
T nın+1 ’ n+lın 
Beh er. | 


Ist ferner z. B. 
a a 


re, <E A Be BR 


n+2 nr 
0, Ex 0, 5” Es 


-_ 


3 +3 
er + 0, = er 


) so erhält man: 


E P, Be; Ee Ir, 0, >; RR Mes 0, Er Pe 


Nordstrand den 27. Sept. 1912. 
Axel Thue. 
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